Euler-ova jednacina za stacionarno teCenje

Polazimo od integralnog oblika kvazi-1D Eulerove jednadzbe za
polje sile teze:

‘()2+/' dp+ - COv
2/ p =T ] ot

ds = konst.
kod stacionarnog te€enja zadnji Clan lijeve strane is¢ezava,
pa nam ostaje

)2 d
rl, + / o + gz = konst.
2 p

Bernoulli-ova jednacina 1

ako zanemarivo promjene pritiska, Euler-ovu jednacinu za
stacionarno strujanje mozemo integrirati pa dobijemo:

v? p

— 4+ — + g2 = konst.

2 p

Ovo je Bernoulli-jeva jednacina za nestisljiv fluid.
Analizirajmo dimenzije pojedinih ¢lanova na lijevoj strani:

2
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2 kg kg kg




Bernoulli-ova jednacina 2

DR Pa Nm > ~ Nm ]
p kgm >  kgm® kg kg
kg Nm ]
1 2. -2 _ 2 258 _ _
gz > IS m=s kg kg kg
iz N = kgms™

svi Clanovi predstavljaju energiju po jedinici mase!

Konstanta na desnoj strani je ukupna energija fluida.

Bernoulli-ova jednacina 3

2
v predstavlja kineticku energiju fluida

predstavlja unutrasnju energiju fluida (zbog pritiska)

RN~

gz predstavija potencijalnu energiju fluida

B.J. je u stvari zakon oCuvanja energije za tecnosti!
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Bernoulli-jeva jednacina za tecnosti

B.J. za nestisljivi fluid podijelimo sa g:
2
v p
—+ —+2z2=2
29  pg

svi Clanovi sad imaju dimenzije duZine i nazivaju se visine:

brzinska v. + v. pritiska + geodetska v. = v. energetskog
horizonta (energetske linije)

v. pritiska + geodetska v. = pijezometarska v.!

Bernoulli-jeva jednacina za te¢nosti

energetski karakter je skriven. MoZzemo probati ovako:

N J J
m—mﬁ_NmGD G, =g 1kg

0VvO0 je energija po tezini jedinicne mase (1 kg)!

ovaj oblik najceSce se koristi jer se pijezometarska visina moze
direktno mjeriti!
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Bernoulli-jeva jednacina za tecnosti 3

kako je gustina konstantna (poCetna pretpostavka!) i
z, konstanta, mozemo pisati

2 2

v (N
_1+&+z1=_2+p_2+3_‘
29 pg 29 py

gdje su 112 bilo koje dvije tacke na strujnici.

Tu je problem: B.J. vazi za jednu strujnicu!
Praksa: "ignoriSemo” problem i u B.J. uvrStavamo srednje
vrijednosti odgovarajucih velicina!

Bernoulli-jeva jednacina za te¢nosti 4

najvecu greSku unosi srednja vrijednost brzine (pritisak i visina
se sporije mijenjaju). Probajmo ocijeniti tu greSku. Polazimo od
toka kinetiCke energije kroz strujnu cijev:

dE,  dm v?
dt

protok mase je dat sa

dt 2

dm  pdV  pdAv
dt — dt  dt
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Bernoulli-jeva jednacina za tecnosti 5

odnosno
lE .
Sk _ Pusda
dt 2

za cijeli presjek toka, to moramo integraliti po povrsini presjeka:

d

Y= P [ .3
a7 ) 2/,4“d‘4

Bernoulli-jeva jednacina za teCnosti 6

racun sa srednjom vrijednoScu brzine da je

d =\_P_

matematicki se moze dokazati da uvijek vazi:

f W3dA > 34
A
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Corioliss-ov koeficijent

odnos 5 .rA ’U3dA
- A

naziva se Coriollis-ov koeficijent.

> 1

Da izbjegnemo greske zbog usrednjavanja, moramo modifikovati
B.J:

Corioliss-ov koeficijent 2

odnosno
2 12
v * U /
615—1+p—1+21:522+p2+22
29  pg 29 pg

Coriollis-ov koeficijent u realnim situacijama moramo odrediti iz
poznatih podataka o toku na mjestu za koje taj koeficijent trazimo!
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StatiCka granica Bernoulli-jeve jednacine

ako se strujanje zaustavi, B.J. prelazi u jednacinu

hidrostaticke ravnoteze:;

p = pg(z — 2)

Koris¢enje Bernoulli-jeve jednacine

energetska linija
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visina energetske linije z, je konstantna (idealna tecnost!).
Za nju se Cesto puta koriste i oznake hili H.

Z, Se mjeri od zgodno odabrane referentne ravni (0--0)
koja obi¢no odgovara najnizoj tacki problema. Za nju je z=0.

Cesto puta se kao referentna ravan uzima morska povrsina

3

2
U predstavlja kinetiCku energiju tecnosti
2 g (brzinska visina)

je doprinos pritiska potencijalnoj energiji teCnosti
09 (visina pritiska)

z  je dio potencijalne energije te¢nosti zbog njenog
polozaja (geodetska visina)

pijezometarska visina= v. pritiska + geodetska visina
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Bernoulli-jeva jednacine za realne fluide

idelani fluidi ne opisuju dobro realne situacije. Svi realni fluidi
imaju neku viskoznost i nju moramo uzeti u obzir.

Viskozna sila dana je proizvodom tangencijalnog naprezanja i
tangencijalne povrsine:

Fuis =TA
kod Cestice fluida viskozna sila djeluje na njene bocne strane:

A= 0ds paje dF,;, = 10ds

zbog toga moramo B.J. dodati Clan koji opisuje energiju
potroSenu viskoznim trenjem. On je jednak promjeni “pritiska" po
jedinici mase fluida (kao i postojeci ¢lan dp/p):

j dF. vt
bvis = —5
pd A
viskozno trenje kao i svako drugo trenje troSi mehanicku
energiju pretvarajudi ju u toplotu, pa se ona za nas gubi.

Posedica toga je da ukupna energija realnog fluida nije
saCuvana, vec¢ se gubi u smjeru tecenja.
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’l‘?
‘)_l_|_p_1_|_21 — _2_|_p_13_|_w2_|_h1:2
zg Py g pPg

clan h, , opisuje gubitak energije viskoznog fluida izmedu
taCaka 1 i 2 zbog unutrasnjeg trenja u fluidu.
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Odredivanje gubitaka

1. ako je proticaj konstantan (=stacionarno strujanje!) na mjestima 1
| 2 izmjerimo pijezometarsku visinu h,:

P
h,=|z+ —
g ( +P9)

2. pomocu jednacine kontinuiteta nademo brzine (v,A;=v,A,=Q)
3. pomocu B.J. nademo gubitak:

2
f(/,i- i
hyljgz( ‘|‘p1+21)—(‘)2+pz+2§2)
29 pg 29 Py

odnosno, uz upotrebu pijezometarske visine:

h ’L‘?
}1112 = (2 -+ hpl) — (ﬁ -+ h‘pg)

ako se tecenje odvija kroz cijev konstantnog presjeka, brzina je
svugdje ista pa imamo joS$ jednostavniju formulu:

h’l,Q — h‘pl - hp2
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gubitak energije po jedinici duzine toka naziva se energetski
gradijent ili energetski pad:

_ his
[

pad pijezometarske linije po jedinici duzine toka naziva se
pijezometarski gradijent (pad) ili hidraulicki gradijent:

1,

h., — h,
I, = Pl P2 _ tana

[

kod otvorenog toka postoji slobodna povrSina i na njoj je pritisak
svugde jednak atmosferskom:

P1= P2 = Pa
povrsina fluida je jednaka pijezometarskoj liniji, a B.J. postaje :
2
(25

—t+zn=5"+2n+h;
2q '
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ako je teCenje jednoliko, ovo se joS pojednostavi:
h1,2 = Z1 — %2

da bi tecenje bilo jednoliko (v1=v2) i presjek toka (dubina i Sirina)
mora biti konstantan. U takvom slucaju koristi se i pojam
topografskog gradijenta i koji predstavlja nagib dna korita u kojem
se tok odvija, jer je slobodna povrSina paralelna sa dnom.
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